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3. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLANf: 8.DUBNA 2013

ULoHA 1. (5 BODD)
Hrac I si tajné napise na papir néjaké prirozené cCislo z rozmezi 1 az n, ozna¢me ho ¢. Ve stejnou
chvili si rovnéz hrac¢ II napise na papir néjaké pfirozené cislo z rozmezi 1 az n, ozna¢me ho j.
Poté si ¢isla navzajem ukazou.

Pokud je |i — j| = 1, vyhrava hrac¢ I bod a hrac¢ II naopak bod ztraci. Pokud |i — j| # 1,
nestane se nic. Vyfeste hru pro libovolné pevné n > 2 (jmenovité: naleznéte jeji hodnotu a
alesponi jednu optimalni strategii pro kazdého hrace).

ULoHA 2. (5 BODU)
Dokazte Vétu 2 (Minimax) ze tfetiho dilu seridlu pro libovolnou hru s nulovym sou¢tem, ve
které ma kazdy hrac¢ na vybér prave ze dvou strategii.

ULoHA 3. (5 BODD)
Naleznéte vSechny rovnovazné body a jejich prislusné ocekavané hodnoty pro oba hrace ve hie

dané dvojmatici
((4, —4) (71,71))
(0,1) (1,0) ’



Teorie her

3. SERIALOVA SERIE VZzOROVE RESEN{

Uloha 1. (24; 22; 3,46; 4,0)
Hrac I si tajné napise na papir néjaké prirozené cislo z rozmezi 1 az n, oznac¢me ho i. Ve stejnou
chvili si rovnéz hrac¢ II napise na papir néjaké prirozené c¢islo z rozmezi 1 az n, ozna¢me ho j.
Poté si Cisla navzajem ukazou.

Pokud je |i — j| = 1, vyhrdvd hra¢ I bod a hra¢ II naopak bod ztraci. Pokud |i — j| # 1,
nestane se nic. Vyfeste hru pro libovolné pevné n > 2 (jmenovité: naleznéte jeji hodnotu a
alespori jednu optimalni strategii pro kazdého hrace). (Al¢a Skédlova)

RESEN(:
Zvolme si pevné n > 2. Vyplatni matice prvniho hrace je nasledujici:

01 0 0O 0
1 01 00 0
01 0 10 0
001 01 0
00 0 1 0 0
000O0O0 --- 0
Pokud se hréci I poda¥i najit takovou m-prvkovou podmnozinu fadka M C {1,2,...,n}, zZe

v kazdém sloupci (tedy pro libovolny tah II) bude alespoii jedna jednicka v fadku z mnoziny M,
pak pfifadi-li hra¢ I kazdému fadku z M pravdépodobnost %, zajisti si tim ocekdvanou vyhru
% (nebot hra¢ II se nemiize ,netrefit*).

Naopak nalezne-li hra¢ II takovou s-prvkovou podmnozinu sloupct S C {1,2,...,n}, ze
v kazdém Fadku (tedy pro libovolny tah I) bude nejvyse jedna jedni¢ka ve vSech sloupcich z S
dohromady, a pfifadi-li hra¢ II kazdému sloupci z S pravdépodobnost é, bude jeho ocekavana
vyhra f% (hréc¢ I se nemuze ,trefit* vicekrat).

Podafi-li se ndm nalézt vySe popsané mnoziny M a S o stejné mohutnosti’, bude zjevné
hodnota hry % = % a optimalni strategie budou odpovidat rovnomérné volbé fadki/sloupct
z M/S.

Ozna¢me p smiSenou strategii hrace I a q smiSenou strategii hrace II. Neni tézké ovérit, ze
pozadavkiim na mnoziny M a S vyhovuji v zavislosti na n napfiklad nasledujici smisené strategie
(zacatky se vzdy opakuji s periodou 4, pouze v (pfed)posledni periodé mohou byt zmény):

o n = 4k: p=(0,p,p,0,0,p,p,0,...0,p,p,0),
a=(g,4,0,0,q,9,0,0,...4,9,0,0),
kdep=qg= ﬁ; hodnota hry je ﬁ

I Mohutnost mnoziny je (pro kone¢nou mnozinu) pocet jejich prvk.
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en=4k+1: p=(0,p,p,0,0,p,p,0,...0,p,p,p,0),
a=1(4,90,0,4,4,0,0,...4,4,0,0,9),

kdep=gq = TlJrl; hodnota hry je ﬁ

en=4k+2: p=(0,p,p,0,0,p,p,0,...0,p,p,0,p,D),
a=1(g,4,0,0,9,4,0,0,...4,9,0,0,q,9),

kdep=q= ; hodnota hry je ﬁ

_1
2k+2
en=4k+3: p=(0,p,p,0,0,p,p,0,...0,p,p,0,p,p,0),
a=(¢,9,0,0,44,0,0,...4,¢,0,0,9,9,0),

kde p=g¢q= Tl_'_g; hodnota hry je ﬁ
POzZNAMKY:
Polovina z véas si s tlohou poradila na plny pocet. Vyzdvihnout bych chtéla predevsim Martina
Raszyka, ktery si za nejlepsi zformulovani tvodni myslenky vyslouzil 4+i. Alternativou ke vzoro-
vému FeSeni bylo nalezeni optiméalnich strategii pomoci ,,vySkrtani“ vSech dominovanych. To je
ostatné dobry zpiusob, jak na ,pfedpis“ pro optimalni strategie pfijit.

Cést feseni se nezvladla vypotfadat se zobecnénim z malych n na vSechna. Opakované se
také vyskytlo (nespravné) tvrzeni, Ze ze symetri¢nosti matice plyne symetri¢nost optimalnich
strategii obou hracua. Tady pozor — celou dobu pracujeme s vyplatni matici prvniho hrace, ktera

sice je symetricka, ale hra rozhodné symetricka neni. (Alca Skélovd)
Uloha 2. (24; 22; 4,08; 5,0)
Dokazte Vétu 2 (Minimax) ze tfetiho dilu seridlu pro libovolnou hru s nulovym soudtem, ve
které mé kazdy hrac na vybér prévé ze dvou strategii. (Al¢a Skédlova)
RESENT:

Pokud ma vyplatni matice sedlovy bod, tak hodnota hry je hodnota pravé tohoto sedlového
bodu a hraci hraji podle odpovidajicich ryzich strategii. Proto dale predpokladejme, ze nase
matice sedlovy bod nem4, a ozna¢me si ji

(¢ )
c dj’

Hleddme optimélni strategii pro prvniho hrace (p je pravdépodobnost, s jakou voli prvni
strategii, a ¢ pravdépodobnost, ze druhy hra¢ hraje dle své prvni strategie). Zkusme tedy podle
navodu v seridlu najit takové p, ze oCekdvand vyhra prvniho hrace nebude zaviset na tahu
druhého hréce:

ap + ¢(1 —p) =bp+d(1 — p).
Za predpokladu, ze a +d — b — ¢ # 0, dostavame p = ﬁ. Vezmeme si BUNO a < b.2
Spole¢né s tim, ze matice nema sedlovy bod, ndm to uz jednoznacné uréuje nerovnosti: b > d,
¢ > d, ¢ > a. Z toho vidime, ze a+ d — b — ¢ nemuze byt nulové. Dale nam tyto nerovnosti rikaji,
ze p € (0,1).
Stejnym zpusobem sestavime rovnice pro vypocet g

—aqg—b(1—¢q) = —cq—d(1 —q)

a odvodime, ze
d

= LS (0,1)
1= at+d—b—c e
2Kdybychom ptipustili rovnost a = b, dostali bychom sedlovy bod.
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Zbyva ovérit, zda jsou nalezené strategie skuteéné optimélni. Ocekavand hodnota vyhry prv-

niho hréace pro p = ——9=¢— je
ad — be
ap+c(l—-p) = ——
ptell=p) = ——0——0
coz je stejné Cislo, jako ocekavana hodnota vyhry druhého hrace pro q = ﬁ. Popsané
strategie jsou tedy optiméalni a hodnota hry je %.

POzZNAMKY:
Vétsina Fesitelt si poctivé precetla serial, takze jim tloha nedélala nejmensi potize :).
(Anna Chejnovska)

Uloha 3. (31; 29; 4,19; 5,0)
Naleznéte vsechny rovnovazné body a jejich prislusné ocekavané hodnoty pro oba hrace ve hre

dané dvojmatici
((4,—4) (—1,—1))
(0,1) (1,0) ’

(Alca Skélova)

RESEN{:

Hledejme rovnou rovnovazné body ve smiSenych strategiich, nebot ryzi strategie jsou pouze
specidlnim pfipadem strategii smiSenych. Pro hrace I uvazujme smiSenou strategii p = (p,1—p)
a pro hrace II smiSenou strategii q = (g,1 — ¢). Oc¢ekdvané hodnoty vyhry jednotlivych hract
jsou nasledujici:

mp,g)=4-p-gq—1-p-(1—¢+0-(1—p)-g+1-(1—-p)-(1—q)=
=2p(3¢—1)—qg+1,

mP,a)=4-pg—1-p(1-¢+1-(1—-p)-q+0-(1-p)-(1—¢q)=
=q(1—4p) —p.

Hledejme nejlepsi odpovédi R1(q) hrace I v zavislosti na g¢:
(i) Jellio < ¢g < %, je m1(p,d) pro pevnou hodnotu ¢ klesajici linedrni funkce. Nejvétsi
hodnoty nabyvéa pro p = 0. V tomto pfipadé plati R;(q) = 0.
(ii) Prog = % je 1 (p, (%, %)) konstantni (nulovd) funkce. Vysledek tedy nezélezi na volbé
p, a proto Rl(%) =10,1].
(ii1) Je-li % < ¢ <1, je m1(p,q) pro pevnou hodnotu ¢ linearni rostouci funkce. Nejvétsi
hodnoty nabyvéa pro p = 1. V tomto pfipadé plati R;(q) = 1.

Podobné pro hrace II odvodime nejlepsi odpovéd v zavislosti na p:

1, pokud0§p<i,
R2(p) =< [0,1], pokud p = 1,
0, pokud % <p<l1l

Zakresleme si reak¢ni kfivky do roviny:
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- -
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4

Jediny rovnovéazny bod je tedy

((29)-(3))

Nyni musime jesté dopocitat prislusné océekdvané hodnoty pro oba hréce, jimiz jsou:

1 3 1 2 2
T —-=1:l33 =,
4 4 33 3
1 3 1 2 1
T2 —-=1]:l33 =—-.
4 4 3 3 4
POZNAMKY:

Vzhledem k tomu, Ze byla tloha témér totozna s tilohou fesenou v seridlu, vétsina z véas ji na ni
prosté napasovala a méla vystarano. Nejcastéjsim divodem vedoucim ke ztraté bodu tedy bylo
to, ze jste si poradné neprecetli zadani, které po vas chtélo spocitat taktéz ocekdvané hodnoty.

(Lukés Zavrel)



